Opcion A

Ejercicio n’ 1 de la opcién A del modelo 2 de 2005
Sea f la funcion definida para x # por f(x) = e /(x — 1)
(a) [0'5 puntos] Halla las asintotas de la grafica de f.
(b) [0'75 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
(c) [0'75 puntos] Determina los intervalos de concavidad y de convexidad de f.
(d) [0'5 puntos] Esboza la grafica de f.

Solucién
f(x)=e*/(x-1)
(a)
Asintotas
Como |im © 1 = % =+ o, larecta x = 1 es una asintota vertical (A.V.) de la grafica de f
x- 1" X —
et e . .
lim =— = - o0, para ver la posicion relativa.
x-1"x=1 0
. e : e’ 1 1 - . .
Como lim = lim lim =——=0", larectay = o0 es una asintota horizontal (A.H.) de la
xor@x =] xoFo—x—]x--0e¥(-x-1) -—oo
grafica de f.
X
+ ., As
lim = =2 aplicandole la regla de L'Hépital

xﬂ+oox_l +00

(si f(xX) y g(x) son continuas en [a—r, a + 1], derivables en (a—r, a + ), con f(a) = g(a) = 0, entonces si existe
. f'x) . o fx) . f'(X)

lim ——, se verifica que lim =lim —
-2 g'(x) a2 g(x) x-2 g'(x)

wofeo y cuando X — «)

X

. La regla se puede reiterar y también es cierta cuando salga

lim
X + 0o X — l
(b)
Monotonia. Estudiamos la primera derivada f ‘(x)
f(x)=e*I(x-1)
f\)=[e*(x—1)—e/(x—1)°=[e* (x—2)] /(x —1).

Resolviendo f ‘(x) = 0, tenemos x — 2 = 0, porque €* siempre es positivo, de donde x = 2, que es el posible
méaximo o minimo relativo.

Como f* (0) =[e° (- 2)] /(-1)* < 0, f(x) es estrictamente decreciente en el intervalo (-, 2)

Como f* (3) = [e® (1)] /(2)* > 0, f(x) es estrictamente creciente en el intervalo (2, +<) — {1}, puesto que en 1 la
funcién nos han dicho que no esta definida.

Por definicién x = 2 es un minimo relativo que vale f(x) = e * /(1) 07'4

(c)

Curvatura. Estudiamos la segunda derivada f “(x)

f(x)=e*/(x-1)

fx)=[e* (x—2)]/(x-1)>.

fex)={[e* (x=2)+e(x—-1)"-e*(x—2)2(x — 1) }H(x — 1)* = [e* (x — 1)(X* — 4x + 5)] /(x — 1)* .

Resolviendo f “(x) = 0, tenemos (x — 1)(x* — 4x + 5) = 0, porque e” siempre es positivo, de donde x = 1,
(recordamos que erauna A.V.),y de x°—4x +5 =0 no obtenemos ninguna solucién porque nos sale la raiz
de un numero negativo en la solucién d dicha ecuacion.

Como f“ (0) =[e° (- 1)(+ 5)] /(1) <0, f(x) es céncava ( n ) en el intervalo (-, 1)
Comof‘(2)=[e?(1)(4-8+5)]/(1) >0, f(x) es convexa (O ) en el intervalo (1, +=).

(d)

Un esbozo de la funcidn, sabiendo lo anterior y que f(0) = -1 es

+ o0

={L'Hopital} = im e_lx = +oo
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Ejercicio n’ 2 de la opcién A del modelo 2 de 2005
3x% +x? —10x +1]
5 dx
X =x-2

[2'5 puntos] Calcula la integral j[

Solucion
Dividimos 3x® + x* — 10x + 1 entre x* — x — 2, puesto que es una integral racional y tenemos que tener
previamente el numerador con grado inferior al denominador

A +x-10x+1 | ¥ —x-2

-3x° + 3x° + 6X 3x+4

4%7 —4x + 1

-4%° +4X + 8

9
3 2

I:J.[SX +2X 10X+1]dx2j[3x+4+%}dx =3x42 + 4x + |,
X“=X-2 X“=X-2

_ 9 _ 9 _ A B _
Iy _I(—xz _X_Zjdx _I(—(x—Z)(x+1)jdX _j[(X—Z)jdX+I[(X+1)]dX =

= A.Ln|x — 2| + B.Ln|x+1| = [*] = (3).Ln|x — 2| + (-3).Ln|x+1|

[¥] Calculamos Ay B

[/ [(x=2)(x +D)] = A/ (x=2) + B/ (x +1) = [A(x + 1) + B(x = 2)] / ([x = 2)(x +1)]
Igualando numeradores tenemos 9 = A(x + 1) + B(x — 2)

Para x = 2, nos resulta 9 = 3A de donde A=9/3=3

Para x = -1, nos resulta 9 = (-3)B de donde B =-9/3 = -3

Por tanto la integral pedida es
| = 3x%2 + 4x + |; = 3x%2 + 4x + (3).Ln|x — 2| + (-3).Ln|x+1| + K

Ejercicio n’ 3 de la opcién A del modelo 2 de 2005
Considera el sistema de ecuaciones

X+3y+z=5
mx+2z=0
my-z=m

(a) [1 punto] Determina los valores de m para los que el sistema tiene una Unica solucién. Calcula dicha
solucién param = 1.
(b) [1 punto] Determina los valores de m para los que el sistema tiene infinitas soluciones. Calcula dichas
soluciones.
(c) [0'5 puntos] ¢ Hay algin valor de m para el que el sistema no tiene solucién?
Solucién
X+3y+z=5
mx+2z=0
my-z=m

()



1 3 1 1 3 1 5
SeaA=|m O 2 |lamatriz de kos coeficientes y A'=lm 0 2 0 |lamatriz ampliada.
0O0m -1 Om -1 m

Para que el sistema tenga solucion tnica, por el Teorema de Rouche, rango(A) = rango(A ") = 3, por tanto el
determinante de A tiene que ser distinto de cero.

13 1
JAl=|m 0 2|=1(-2m)—3(-m)+1(m?) =m’+m
0Om -

Igualandolo a cero m* + m = m(m +1) = 0, de donde m =0 y m = -1. Por tanto param #0 y m #-1 el sistema
tiene solucién Unica.

Sim=1

El sistema es

Xx+3y+z=5 Xx+3y+z=5 Xx+3y+z=5
X+2z=0 22 +13(-1) -3y+z=-5 22+ 32 -2y = -4
y-z=1 y—-z=1 y—-z=1

De -2y = -4 tenemos y = 2, con lo cual 2 — z = 1, de donde z = 1. Entrando en la 12 ecuacién
x+3(2)+ (1) =5, conlo cual x = -2.

La solucién Unicaconm=1es (x, Y, z) = (-2, 2,1)

Veamos que ocurre cuandom=0y m=-1

Sim=0
El sistema es
Xx+3y+z=5
2z=0
-z=0

De la 22y de la 32 obtenemos z = 0
En la 12 ecuaciéon tomando y = t, tenemos x =5 — 3t

La solucibnconm =0es (X, Y, z) =(5-3t,t,0) cont 0 O, es decir es un sistema compatible e indeterminado
gue tiene infinitas soluciones.

Sim=-1

El sistema es

X+3y+z=5 X+3y+z=5 X+3y+z=5
-X+2z=0 - 22+12 - 3y+3z=5 - 22 + 33(3) - 0=2
y-z=-1 y—-z=-1 y—-z=-1

De la 22 ecuacion obtenemos 0 = 2, lo cual es absurdo y el sistema no tiene solucion. Es un sistema
incompatible.

Ejercicio n’ 4 de la opcién A del modelo 2 de 2005

2x-y-1=0

x+z=0.

(a) [1 punto] Halla la ecuacion del plano que contiene a P y es perpendicular ar.

(b) [1'5 puntos] Calcula las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.
Solucién

SeaelpuntoP (1,0,-3)ylarectar= {

2x-y-1=0

P(l,O,-S)yIarectarE{
X+z=0.

(a)



2x-y-1=0

en paramétricas.
X+z=0

Ponemos larectar = {

X =t

Tomando x =t, tenemos z=-tey =-1+ 2t, luego larectaesr= <y = -1+ 2t, con lo cual su vector director es v
z=-t

=(1,2,-1)

El plano 1t al ser perpendicular a la recta r tiene como vector normal n el vector director de larectav = (1, 2, -1)

El plano 1t pedido es el producto escalar nePX =0

nePX=0=(1, 2, -1) ¢(x-1, y, z+3) = Xx-1+2y-z-3 = x+2y-z-4 = 0

(b)

Para calcular el simétrico del punto P respecto a la recta r, trazamos el plano que pasa por P y es perpendicular
a la recta r. Dicho plano es el que hemos calculado en el apartado (a) 1= x+2y-z-4 = 0.

Determinamos el punto Q con interseccion de la recta r con el plano Tt (sustituimos la ecuacion de la recta en el
plano, determinamos el valor del parametro t y obtenemos Q).

(t) + 2(-1+2t) — (-t) -4 =0,de donde 6t -6 =0y t = 1. El punto Q es

Q(lr '1+2(1)1 _(l) ) = Q(lv 1, 'l)

Q es el punto medio del segmento PP’, siendo P’ el punto simétrico buscado
(1, 1,-1) = ((1+x)/2, y/2, (-3+2)/2 ), de donde

1= (1+x)/2conlocual x=1

l1=y/2conlocualy=2

-1= (-3+z)/2conlocualz=1

El punto simétrico pedido es P(1, 2, 1).
Opcion B

Ejercicio n’ 1 de la opcién B del modelo 2 de 2005
2

[2'5 puntos] Determina los puntos de la parabola de ecuaciéon y =5 - x que estan mas proximos al origen de
coordenadas. Calcula la distancia entre los puntos obtenidos y el origen de as coordenadas.

Solucion
Los puntos mas proximos a la parabola de ecuacion y = 5 — x°, que estan mas préximos al origen de
coordenadas O(0, 0), son los que hacen minima la distancia del Opunto O(0, 0) al punto X(x, y) 0X(X, 5- X°).



Minimizamos f(x) = d(O,X) = ||OX|| = \/(X—O)Z +(y-0)° :\/(X)2+(5_X2)2 =X -9x2 +25

) = /x* —ox? + 25
fix)= 44X -18x

2Ux* -9x? +25

Resolvemos f ‘(x) = 0, con lo cual 4x® — 18x = 0 = x(4x* — 18) = 0, de donde x = 0y 4x* — 18 = 0, cuyas

solucionessonx =, [9_, 3
2 42
Los posibles maximos o minimos son x =0y X = +i.

V2
Sabemos que sif‘(@) =0y f “(a) < 0, x = a es un maximo relativo de f(x)
Sabemos que sif‘(@) =0y f “(a) > 0, x = a es un minimo relativo de f(x)
En nuestro caso

3 —
(12x* -18) [Z/m} - (4% —18x)2{4><18x}
2Jx* -9x* +25
2
(2m)

Como f “(0) =-180 < 0, x = 0 es un maximo relativo

f(x) =

Comof“( 3 )= 36419 > 0. X = 3 es un minimo relativo
2

Como f ”(_%) = 36419 0,x = ~3 es un minimo relativo
2

NG

Luego los puntos méas préximos a la parabola y = 5 — X son A[

{3543

La distancia de dichos puntos Ay B al origen O es la misma y es

2 2
oAl =loBll= (L3 ) (1) -¥19
J2 2 2
Ejercicio n’ 2 de la opcién B del modelo 2 de 2005
\/& si 0<x<8

Se sabe que la funcion f : [0,+ «) - R definida por f(x) = ¢ y2 _39 es continua en [0,+ ).
Si X >8
x—-4

Sl w
|
>
N\
Sl e
N =
N—
<

13-

(a) [0’5 puntos] Halla el valor de a.
(b) [2 puntos] Calcula jolof(x)dx .

Solucion
(a)
Jax si 0sx<8
f)=1x2-32 . es continua en [0,+ =), en particular en x = 8 luego

X>8

X—4
f(8) = Iirg_f(x) = lim_f(x)

f@ = lim f()=1imf(x = lim vVax =/8a

2_ —
lim f(x)=Ilimf(x)=lim X 32:64 32:
x- 8t X- 8 x-8  x—4 8—4

X>8

8



Igualando J/8a =8, de donde 8a = 64 ya=8.
(b)

10 8 10 8 102 =32
| = jo f(X)dx = jo f(x)dx+j8 f (x)dx = jo \/&dx+j8

dx=1, + 1|
X—4 tee

j\/s—xdx:j(zs)()”zolx:(8’()M+1 RN IRECS V&) | g _128

8(1+j 12 0 12 12 3
2 0

2
. x° =32 . -
La integral j 2 dx es racional por tanto antes de calcularla hemos de dividir el numerador entre el
X—

denominador para que el grado del numerador sea menor que el grado del denominador.

x° =32 X —4

X +AX  X+4

4x - 32

-4x + 16

-16

IX 32dx j(x+4+—}dx—7+4x—16Ln|x—4{

10x° —32 X X
|2:j ~—=dx=|—+4x-16Ln|x-4| | =(50 +400 - 16Ln(6) ) — (32 + 32— 16Ln(4) ) =
8 x—4 2 s

= 386 + 16Ln(4) — 16Ln(6) = 386 + 16LNn(4/6) = 386 + 16Ln(2/3)

| =1, + 1, = (128/3) + 386 + 16Ln(2/3) = (2182/3) + 16Ln(2/3).
Ejercicio n’ 3 de la opcién B del modelo 2 de 2005
5 -2

00 3 1
[2'5 puntos] Halla la matriz X que cumple que A.X.A—-B = (0 0] , siendo A = ( 5 j y B= (1 3

-1
Solucidén

1 -2
AXA-B= 00 =0, siendo A = 3 y B= >
00 -2 -1 1 3
AX.A-B= 0O, dedonde AX.A=B
Existe la inversa de A si det(A) = |A| #0

3 1
A = J1:-3+2:-1¢0

2 —
Como eX|ste lai inversa A , multiplicamos por la derecha y la izquierda A X.A =B
At AX. AA A B.A!

I.X.I=A"B. A"

X=A%B. A*

Al = (1/|A]).Adj(A)
t_ (3 72Y) e (71 L) g o -1 -1y (1 1
A'= [1 _J,AdJ(A) = [2 3J,A = (1/|A)).Adj(A") = (-1). (2 3}[_2 _3)

ceatent= (5 30 SHE B (6 AHE BFEY)

Ejercicio n’ 4 de la opcién B del modelo 2 de 2005
Se sabe que los puntos A(m, 0, 1), B(0, 1, 2), C (1, 2, 3) y D(7, 2, 1) estan en un mismo plano.
(a) [1'5 puntos] Halla m y calcula la ecuacién de dicho plano.
(b) [1 punto] ¢ Estan los puntos B, Cy D alineados?
Solucién
Es mas corto resolver primero el apartado (b) y después, utilizandolo, el (a).

(b)

)



Los puntos B(0, 1, 2), C (1, 2, 3) y D(7, 2, 1) estan alineados si las coordenadas de los vectores BC y BD son
proporcionales.
BC=(1,1,1)
BD = (7,1, -1)
Evidentemente las coordenadas de los vectores BC y BD no son proporcionales, por tanto no estan alineados y
con dichos puntos podemos formar un plano.
(a)
Formamos el plano determinado por los puntos B(0, 1, 2), C (1, 2, 3) y D(7, 2, 1). Tomo como punto el B(0,1,2) y
como vectores independientes BC = (1,1,1) y BD =(7, 1, -1)

x-0 y-1 z-
Plano m=det(BX,BC,BD)=| 1 1 1 | =(X)(-2) = (y-1)(-8) + (z-2)(-6) = -2x +8y — 6z +4 = 0.

7 1 -1

Si los puntos A(m, 0, 1), B(0, 1, 2), C (1, 2, 3) y D(7, 2, 1) estdn en un mismo plano, estan en el plano
determinado por los puntos A, By C, es decir en el plano 1t=-2x +8y — 6z +4 = 0, por tanto el punto A debe de
verificar la ecuacion de dicho plano
-2(m) + 8(0) —6(1) +4=0
-2m -2 =0, de donde m = -1, para que A, B, Cy D estén en el mismo plano.



